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Resumo:

O Problema de Roteamento de Veiculos (PRV) consiste em um dos temas mais estudados da Pesquisa
Operacional. A frota heterogénea é uma generalizagdo natural do problema com vérios tipos de veiculos,
cada um deles definido de acordo com a capacidade, um custo fixo, um custo variavel por unidade de
distancia além de um nudmero limitado ou ilimitado de veiculos disponiveis por tipo. Este artigo
apresenta o problema do caminho minimo com restri¢cdes de recursos aplicado ao problema de
roteamento de veiculos com frota heterogénea. Além disso, uma possivel implementag&o é descrita com
algoritmos e metodologia de calculo apresentados de forma didatica e detalhada. Algumas adaptacdes
foram realizadas como a permisséo de solugdes infactiveis incluindo-se penalizagbes para as mesmas.
Essa técnica € utilizada em algoritmos de alta performance que buscam produzir métodos competitivos
e escalondveis. Seu estudo é, portanto, fundamental, visto que uma pequena melhoria nas solugdes pode
acarretar em significativas consequéncias econdmicas e ambientais na pratica.

Palavras chave: Problema do Caminho Minimo. Problema de Roteamento de Veiculos. Frota
Heterogénea. Roteirizacao.

The Minimum Path Problem with Resource Constraints for the
Problem of Vehicle Routing with Heterogeneous Fleet

Abstract

The Vehicle Routing Problem (VRP) consists one of the most studied topics of Operational Research.
The heterogeneous fleet is a natural generalization of the problem with several types of vehicles, each
defined according to capacity, a fixed cost, a variable cost per unit of distance and a limited or unlimited
number of vehicles available by type. This paper presents the problem of the minimum path with
resource constraints for the VRP with heterogeneous fleet. In addition, a possible implementation is
described with algorithms and calculation methodology presented in didactic and detailed form. Some
adaptations have been made such as permitting inflatable solutions including penalties for them. This
technique is used in high performance algorithms that seek to produce competitive and scalable methods.
Its study is therefore fundamental, since a small improvement in solutions can have enormous economic
and environmental consequences in practice.

Key-words: Minimum Path Problem. Vehicle Routing Problem. Heterogeneous Fleet. VRP.
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1. Introducéo

A distribuicéo fisica efetiva constitui-se em um papel chave dos sistemas logisticos e envolve
o fluxo de produtos desde as fabricas ou centros de distribuicdo através da rede de transportes
para 0os consumidores. Um estudo realizado pela Fundacdo Dom Cabral mostra que as
companhias gastaram, em media, 12,37% do seu faturamento bruto com custos logisticos no
Brasil desde 2015 até o ano de publicacdo deste artigo (SANTOS, 2018).

A literatura da Pesquisa Operacional aborda este problema como o de Problema de Roteamento
de Veiculos (PRV) ou Vehicle Routing Problem (VRP), um dos temas mais estudados da &rea.
O PRV é um nome genérico para uma classe de problemas de otimiza¢do combinatoria em que
os clientes devem ser atendidos por vérios veiculos. Os veiculos deixam o depdsito, servem 0s
clientes na rede e retornam ao deposito ap6s completar suas rotas. Cada cliente é descrito por
uma certa demanda.

O PRV classico, segundo Prins (2004), é definido em uma rede completa nao direcionada G =

(V,A) com um conjunto de nés V = {0,1, ..., n} e um conjunto de arestas A. O né 0 é um
depdsito com m veiculos idénticos de capacidade W, m pode ser definido a priori ou deixado
como uma varidvel de decisdo. Cada outro n6 i > 0 representa um cliente com um q; de
demanda ndo negativa e cada borda (i, j) tem um custo de viagem nao negativo ¢;; = cj;.

O PRV consiste em determinar um conjunto de m viagens de custo total minimo, de modo que
cada viagem comece e termine no depdsito, cada cliente seja visitado exatamente uma vez e a
demanda total tratada por qualquer veiculo ndo exceda a sua capacidade Q. Na pratica, 0s
clientes estdo espalhados geograficamente por uma grande rede rodoviaria e o custo em cada
aresta é geralmente medido em distancia ou tempo de viagem. Esse problema real pode ser
compactado em um Problema do Caminho Elementar Minimo com Restri¢des de Recursos
entre os clientes mantendo-se 0s nos de depositos, usando para sua resolucdo, o algoritmo de
Dijkstra, por exemplo.

Este artigo apresenta 0 método do Caminho Minimo para o PRV com frota heterogénea. A
importancia desse estudo atribui-se primeiramente, a essa técnica fazer parte das estratégias
consideradas “vencedoras” utilizadas por algoritmos recentes e de alto desempenho em PRV
que combinam multiplos atributos juntos, que sdo 0s que mais se aproximam da realidade.
Podemos citar os artigos de Boudia, Prins e Reghioui (2007), Liu, Huang e Ma (2009), Prins
(2009), Ngueveu, Prins e Calvo (2010), Vidal et al. (2012), Vidal, et al. (2013), Vidal et al.
(2014), para aplicacBes em Algoritmo Genético (AG), e Duhamel, Potvin e Rousseau (2011)
em Greedy Randomized Adaptive Search Procedure + Evolutionary Local Search (GRASP +
ELS). Estes artigos utilizam a representacdo de Prins (2004), de um giant tour (roteiro gigante)
sem delimitadores de rota. Em segundo lugar, a utilizacdo deste método é apresentada de forma
integrada e unificada para o PRV com frota heterogénea, o que torna o problema mais aplicavel,
visto que a maioria das empresas apresenta esta caracteristica. Alem disso, uma possivel
implementacdo é descrita com algoritmos e metodologia de célculo apresentados de forma
didatica e detalhada.

O presente artigo esta estruturado da seguinte forma: a secdo 2 apresenta conceitos importantes
sobre o problema do caminho minimo sob restricbes relacionado ao PRV com frota
heterogénea. A secdo 3 apresenta a metodologia utilizada, a se¢do 4 apresenta os algoritmos
para a utilizacdo do método do caminho minimo para PRV com frota heterogénea. Por fim, a
secdo 5 traz as conclusdes e sugere trabalhos futuros.

2. Referencial Teorico
O Problema do Caminho Minimo (SPP - Shortest Path Problem), é provavelmente um dos mais

ASSOCIAGAO PARANAENSE DE
ENGENHARIA DE PRODUGAO

APREPRO



ConBRepro VIl CONGRESSO BRASILEIRO DE ENGENHARIA DE PRODUGCAO

[ immeim imrinen o e = e ]
Ponta Grossa, PR, Brasil. 06 a 08 de dezembro de 2017

conhecidos na Teoria dos Grafos. Neste problema, deseja-se encontrar um caminho entre dois
veértices dados, de modo que a soma dos valores associados as arestas que o constituem seja a
menor possivel. Esses valores podem ter varios significados, como o tempo que se leva para
percorrer tal caminho, a quantidade de vértices no mesmo ou a distancia total (COSTA e
LONGO, 2011).

O problema tem uma grande variedade de aplicacOes, principalmente em transportes e
telecomunicagdes. O SPP tem sido estudado por um longo periodo, 0 que possibilitou o
surgimento de técnicas eficientes que o solucionam, como os algoritmos de Dijkstra (1959),
Bellman (1958), Ford e Randolph (1956), Floyd (1962) e Ulusoy (1985) os quais tem
complexidade de tempo polinomial no nimero de Vértices e arestas.

A adicdo de restri¢cGes de recursos ao SPP pode aumentar bastante a dificuldade de resolucéo
do mesmo, geralmente transformando-o em um problema NP-hard. Um exemplo consiste no
Problema do Caminho Minimo com Restri¢do de Capacidade (SPPCC - Shortest Path Problem
with a Capacity Constraint), no qual sdo associados valores aos vértices e a soma dos valores
associados aos Vvértices que fazem parte da solucdo ndo podem ser superior a um certo limite.

Esse problema foi utilizado por Prins (2004), que apresentou um AG hibrido para solucionar o
PRV que se mostrou superior a todos os outros AGs até entdo publicados, comparando-se as
instancias de Christofides (1979) e Golden et al. (1998). Um dos fatores fundamentais para o
sucesso de seu algoritmo se deve a codificacdo do cromossomo sem delimitadores de rotas
(vide Figura 1) que permite a utilizagdo do operador de crossover OX (order crossover), que €
0 método de cruzamento utilizado com mais sucesso nos AGs aplicados a problemas do tipo
caixeiro-viajante e de roteamento de veiculos segundo Prins (2004).

Outro fator importante foi a utilizacdo de uma implementacao eficiente de um algoritmo que
avaliasse o caminho minimo com restricGes de carga e duracdo de rota. Esse método de
particionamento do roteiro gigante — chamado de Split procedure — garante que, para a
sequéncia de clientes determinada pelo cromossomo, seja obtida a rota 6tima.

REPRESENTACAO DO INDIVIDUO REPRESENTACAO DA SOLUCAO

[9]3]7]6[8[4]5]2[1]  SPLiT: Posicionamento de [o[9[3]o] [o[7[6[8[0] [o[4]5[2[1]o]
depositos
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Figura 1 — Representagdo do individuo da solucéo segundo Prins (2004). Fonte: Os autores.

Vale mencionar que anteriormente, autores como Beasley (1983) e Schmitt (1995) haviam
trabalhado com representacdes sem delimitadores de rotas. Os resultados do primeiro autor, no
entanto, nunca superaram os das mais tradicionais heuristicas. Schmitt elaborou um AG em que
as rotas sdo criadas por cortes sequenciais da solugdo. A diferenca deste algoritmo, para o
algoritmo Split apresentado por Prins (2004) é que neste, mesmo que um cliente possa ser
inserido na rota anterior (pela capacidade do veiculo ou duragdo de rota ndo terem ultrapassado
limites permitidos), ele também pode iniciar uma nova rota, caso isto reduza o custo total. Ou
seja, Split trata-se de procedimento que resulta em um roteiro 6timo de determinada sequéncia
de pontos de entregas.

O exemplo da Figura 2 mostra a diferenca no funcionamento do método de particionamento
proposto por Prins (2004) com o de Schmitt (1995) aplicado ao PRV classico. Supondo que 0s
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veiculos que estdo no depdsito possam atender no maximo trés clientes, e estdo em ordem 1, 2,
3,4 e5. Oalgoritmo de Schmitt (1995) formaria uma rota com os pontos 1, 2 e 3 e uma segunda
rota com os pontos 4 e 5, conforme mostra a Figura 2(a). Ja o algoritmo de Prins (2004) nao
incluiria o ponto 3 na primeira rota, j& que este esta localizado mais proximo dos pontos 4 e 5,
construindo rotas mais econdmicas Figura 2(b).

C'3(4)

_— T C4(2)
. f /.\

C2(4) \ I‘u‘/ C5(7)

(b)

Figura 2 — (a) Rotas formadas por Schmitt (1995). (b) Rotas formadas pelo método proposto por Prins (2004).
Fonte: Adaptado de: Aradjo (2008).

O PRV com frota heterogénea (HVRP — Heterogeneous Vehicle Routing Problem), por sua vez,
é uma generalizacdo do PRV cléassico, por uma disponibilidade limitada ax para cada tipo de
veiculo k. Cada um deles definidos com uma determinada capacidade, um custo fixo e um custo
por unidade de distancia. O PRV com frota mista de veiculos (VFMP - Vehicle Fleet Mixed
Problem) é compativel com um namero ilimitado de veiculos por tipo. Assim, pode ser Vvisto
como um HVRP particular com a; = n, uma vez que ha no maximo n viagens (com um cliente
em cada uma). O VFMP e o HVRP sdo obviamente NP-hard, j& que adicionam o PRV a um
caso especial.

Golden, et al. (1984) apresentaram o conjunto de instancias, chamado de “VFMP-F”. Esse
conjunto apresenta 20 instancias com 12 até 100 clientes e de 3 até 6 tipos de veiculos. Devido
ao fato das instancias 1, 2, 7 e 12 possuirem somente a matriz de distancia entre os clientes e
ndo suas coordenadas, muitos autores passaram a utilizar somente as instancias com
coordenadas em seus experimentos. TAILLARD (1999) apresentou as variagdes “VFMP-V”,
“VFMP-FV’ ¢ “HVRP” a partir do conjunto de Golden, et al. (1984). Como afirma Vieira
(2017), as instancias do HVRP possuem a seguinte nomenclatura:

_ “HVRP” - indica que é um problema de frota fixa e sem custo fixo de utilizacéo;
_ “VFMP” - indica que é um problema de dimensionamento de frota;

__“F” - indica que cada tipo de veiculo possui somente custo fixo de utiliza¢do e custo unitario
de deslocamento;

_“V” -indica que cada tipo de veiculo ndo possui custo fixo de utilizacdo, mas somente custo
de deslocamento; e

_ “FV” - indica que cada tipo de veiculo possui ambos os custos de utilizacdo e de
deslocamento.

O VFMP (com numero de veiculos de cada tipo ndo limitado) aparece em situagcdes em que a
frota ainda nédo foi comprada: combina decisdes taticas (selecionando o numero de veiculos a
serem adquiridos) e operacionais (computando as viagens e os veiculos atribuidos a eles).

3. Metodologia

Essa pesquisa parte de estudos anteriores sobre as estratégias adotadas por algoritmos
“vencedores” em termos de desempenho em tempo computacional e qualidade de solucéo para
o problema PRV e suas variantes. Dentre essas estratégias, esta a representacdo da solugdo
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como um roteiro gigante, o que traz vantagens por exemplo para o procedimento de crossover
para 0s AGs.

Essa pesquisa, portanto, é de natureza qualitativa, visto que expde de forma didatica algoritmos
para o problema do caminho minimo, aplicado ao PRV com frota heterogénea. Inicialmente,
descreve-se 0 problema do caminho minimo para o PRV classico, e em seguida para 0s
problemas com frota heterogénea o VFMP com custo fixo e varidvel e o HVRP, apresentando-
se algoritmos para implementacéo.

4. Resultados
4.1 Problema do Caminho Minimo para o PRV classico

Como estado da arte, existem diversos métodos de alto desempenho na solucao de PRVs, que
apostam em uma representacdo de solugdo composta apenas por clientes a serem atendidos, ndo
contendo delimitadores de rotas. Essa estratégia foi apresentada de forma eficiente por Prins
(2004), que acabou inserindo os AGs no grupo das melhores heuristicas para solucdo de PRV
para as instancias de Christofides et al. (1979). Essa representacdo pode ser vista como um
roteiro gigante (rota TSP — Travelling Salesman Problem) para um veiculo com capacidade
infinita. Essa solucdo € avaliada usando um procedimento Split que divide idealmente a
sequéncia em rotas viaveis.

Primeiramente, revisa-se o principio do procedimento Split para o0 PRV cléssico antes de sua
generalizacdo para 0 VFMP e HVRP. O Split para o PRV cria um grafo auxiliar aciclico
H(X,A) comn+ 1 nds. X contém um no ficticio 0, mais 1 a n nos para clientes C; a C,. Um
arco (i —1,j) € incluido em A para cada subsequéncia (C;, Ci41, ..., C;) de C se uma viagem
servindo a esses clientes for viavel (vide (1)), isto é, se a demanda total WW;; da subsequéncia
(carga de viagem) nédo excede a capacidade do veiculo (Q).

]
Wi =Y a(s0 <0 (1)
k=i

A expressdo (2) apresenta 0 custo Z;; da subsequéncia para o grafo auxiliar, que € o
comprimento L;; da viagem associada com um limite de duragéo L.
j-1
Zij = Liy = d(0,5) + ) d(SSisa) + d(5;,0) < L (2)
k=i

Uma divisao ideal de uma sequéncia é dada por um caminho de custo minimo do n6 0 ao n6 n

em H. Para m subsequéncias possiveis (m < @ = 0(n?)), o grafo pode ser calculado em

0(m) usando dois loops para i e j. Para um dado i, a carga e o0 custo de cada subsequéncia
podem ser computados em O (1) quando j é incrementado, usando os valores ja calculados para
j—1.

A Figura 3 ilustra o algoritmo Split para uma sequéncia de 5 clientes C, até Cs. O primeiro grafo
mostra os custos dos arcos e as demandas de cada cliente. Neste exemplo, assume-se que a
capacidade dos veiculos é Q = 6, sendo que a carga maxima permitida para a inclusdo de arcos
(i—1,j) no grafo H é de Qpax = 2Q. A duragdo maxima permitida é de D=150. Todos 0s
clientes tém um tempo de servico idéntico d;=10, e os pardmetros de penalizagéo sdo wy=10¢
wp=1.
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REPRESENTAGAO “GIANT TOUR” COM
DISTANCIAS E DEMANDAS:

DIVISAO OTIMA DAS ROTAS:

C3(4)
C4(2) C4(2)
C2(4)
75(3) C'1(5) 5(7)
GRAFO H E SOLUGAO DO CAMINHO MAIS CURTO:
165+20+15
LT T T T TS m=11
-7 135 130 ™~ subsequéncias

, L0440 - - ’:’ T T T Tt T T TN . consideradas

- ~ L P

Figura 3 — llustracdo do grafo Split com a solugdo do caminho mais curto

Os arcos do grafo # sdo apresentados e o0 custo da rota incluindo penalidades. Por exemplo, a
rota atendendo clientes C5, C, e C5 tem um custo de 165 + 20 + 15, as penalizagdes de 20 e 15
correspondentes ao excesso de carga de duas unidades e duracgéo, respectivamente. A solugéo
ideal do problema caminho de custo minimo € de 260. E é composto das trés rotas seguintes:
rota 1 visita C;, rota 2 com as visitas C,, C3 e C, e rota 3 visita Cs.

4.2 Problema do Caminho Minimo para o PRV com frota heterogénea

Introduz-se inicialmente o VFMP, no qual a frota é composta por t tipos de veiculos. Cada tipo
k ¢é definido por uma capacidade Q,, um custo fixo f;, e um custo por unidade de distancia vy,
frequentemente chamado de custo variavel. Um percurso de comprimento L feito por um
veiculo do tipo k tem um custo f; + L * v,. O objetivo é calcular um conjunto de viagens e
atribuir veiculos a viagens para minimizar o custo total.

Assim, como para o PRV classico, a carga Q;; e a duragéo L;; de cada viagem (C;, Cj44, ..., C})
pode ser determinada em O(1). A viagem é factivel se ela pode ser realizada pelo menos com
0 veiculo de maior capacidade, ou seja, W;; < Q. Seja Z;j; 0 custo da viagem utilizando o
veiculo k. O custo Z;; para o grafo auxiliar corresponde ao custo mais barato dentre os veiculos
compativeis conforme apresenta a expressao (3).

ZU =m1n(ZUk =fk+UkLUlSkSt e VVU SQR) (3)

O melhor tipo de veiculo pode ser encontrado em O(1) se as demandas forem inteiras (que é o
caso de todas as instancias da literatura) e se a frota estiver correlacionada (quando custos fixos
e variaveis crescem a medida que a capacidade do veiculo aumenta). Para tanto, utiliza-se um
vetor B indexado de 1 a capacidade do maior veiculo, de tal forma que B (W) fornece o melhor
tipo de veiculo para uma viagem com carga W. Para frotas ndo correlacionadas, um loop 0(t)
em tipos de veiculos deve ser adicionado e a complexidade do Split torna-se O(mt). Para
exemplificar numericamente, suponha uma viagem com demanda de 35 e duragédo de 200. O
calculo do custo dessa rota assim como 0s parametros disponiveis estdo disponiveis na Figura
4.

ASSOCIAGAO PARANAENSE DE
ENGENHARIA DE PRODUGAO

§

APREPRO



ConBRepro VIl CONGRESSO BRASILEIRO DE ENGENHARIA DE PRODUGCAO

ST
Ponta Grossa. PR, Brasil, 06 a 08 de dezembro de 2017
. . Tem-se que: B(35)=3. W | B(W)
Tipo do veiculo (k) 1 2 3 4 ) ] 1 1
Disponibilidade (@) | n | n | n | n | Os veiculos 1 e 2 teriam suas 2 | 1
Carga (Qx) 20 | 30 | 40 | 50 | capacidades violadas. Assim, o custo : :
Custo Fixo (f) | 100 | 200 | 250 | 300 | dessa viagem seria: %[ 3
Custo Varidvel (v,) | 10 | 20 | 30 | 35 | Z =250+ 30200 = 6250 5:0 1:1

Figura 4 — Exemplo do célculo de custo para 0 VFMP

No HVRP, o numero de veiculos é limitado e o problema pode ser infactivel. Note que os dados
podem satisfazer (4), que afirma que a demanda de clientes que precisam de um veiculo do tipo
k ou maior, ndo deve ser maior que a capacidade total destes veiculos. Assume-se que 0s tipos
de veiculos estdo ordenados de acordo com suas capacidades.

t
p=k
A Figura 5 mostra um caso de duas solu¢des com os mesmos clientes. Suponha uma frota com
apenas dois veiculos com capacidade de 10 e 20. Em S’ ndo existe uma divisao de rota factivel,
embora a restricdo 4 seja satisfeita. Segundo Prins (2009), esses casos sdo raros na pratica,
exceto nos casos em que a demanda total estiver muito proxima da capacidade da frota.

n
ZQiMiZQkSZapr,lSkSt 4)
i=1

Sejat=2,a1=1.Q1=10;az=1;Q2=20
s:[1][2]3]4]5] , s:[1]4]3][5]2]
- factivel - infactivel
g:[5]4]4a]2]7] g: [5]2[a]7]4]

Figura 5 — llustracdo de solucdes factiveis e infactiveis

O grafo auxiliar H para o HVRP é o mesmo que para o VFMP, com um arco para cada viagem
(Ci, Cit1, -, Cj), tal que Wi < Q;. A Unica diferenca é que ndo sabemos de antemdo, devido a
disponibilidades limitadas, se um veiculo do tipo mais barato estara disponivel. Portanto, o
comprimento de viagem L;; € usado como peso provisorio para o arco em J{: o custo exato
dependera do tipo de veiculo alocado para este arco.

Uma divisdo 6tima de rota correspondente ao caminho de menor custo do né 0 para n em #,
com ndo mais do que a; arcos para cada tipo de veiculo k. Nesse Problema do Caminho Minimo
com Restricdes de Recursos, cada tipo de veiculo pode ser visto como um recurso disponivel
em unidades a;, e cada arco requer uma unidade de um tipo de veiculo compativel. Em geral,
tais problemas sdo NP-hard, mas podem ser resolvidos rapidamente na préatica, usando métodos
de programacdo dinamica. Seja 1y 0 nUmero maximo de vetores distintos de consumo x, levando
em conta o consumo nulo, como em (5).

p=]J@+D 5)
k=1

Os calculos podem ser organizados usando uma matriz Y, (n + 1) * . Cada linha j de Y é
indexada de 0 a 3 — 1. Na pratica, um rotulo Y;, para j representa um caminho mais curto do
n6 0 para o no j no grafo auxiliar. Y contém informages como o custo Yj,.Z, e o padrdo de
utilizacdo parcial de frota para o caminho Y; ,.p. Ao contrario do PRV e do VFMP, varios
padrdes podem ser usados para 0 mesmo nd, com diferentes consumos de recursos.

Um rétulo pode ser acessado em 0 (1), definindo-se uma chave h(x) para converter cada vetor
possivel x. Essa chave pode ser calculada pelo algoritmo da Figura 6 conforme sugere Prins
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(2009).

01. h:=0
02. forki=ltotdoh:=h(a;+ 1)+ x;

Figura 6 — Algoritmo para calcular a chave referente a um vetor x

Na pratica, o algoritmo pode ser usado conforme o exemplo da Figura 7, assumindo-se que t =
4, e ap = (42,3,1), tem-se p =53 x4 2 =120. A estrutura de dados £, , utilizada
posteriormente, também & apresentada.

Para calcular a chave de x = (4,2,3,1) k X
h:= h(ay + 1) + X, 1121303 h(x) Fop 1234
h(0,0,0) = 0; ojlofo]o 0 0 o{o]o]oO
hi=0x(4+1) +4 =4, 0lolo]1 1 1 0lolol1
h:=4*(2+1)+2=14; olol1]o0 2 2 olol1]o
h:=59%(1+1) +1=119;
0/0]2]0 4 4 01020

_ 0(0]2]1 5 5 01]0(2]1
Para calcular a chave de x = (1,0,0,0) | x olol3lo 6 p 6 olol3lo
h: = h(ay + 1) + xi 0031 7 7 00|31
h(0,0,0) = 0; — 1 . . —T
hi=0%(44+1) +1 =1; S L T : : L
h=1s2+1) +0=3: 1]ofofo 24 24 1]ojofo
h=3+*(B+1)+0=12; LI I N : : I I I
hi=12%(1+1) +0 = 24; 412 |3 |1|¢yp—1=119 Yp—-1=119 |42 3|1

Figura 7 — Exemplo numérico para o calculo da chave referente a um vetor x e da estrutura /i, ;

O algoritmo apresentado na Figura 8 fornece uma implementacdo possivel do método,
utilizando uma matriz Y e um grafo auxiliar H = (X, A, Z), embora, H ndo seja gerado
explicitamente. X contém n + 1 n6s indexados de 0 a n. A contém um arco (i,j), i < j, Se a
sequéncia de clientes C;.; para C; apresenta-se dentro de limites aceitaveis em termos de carga
e duracdo, verificado na linha 4. Basicamente, para cada né j = 1,2, ...,n, armazena-se 0S
custos do caminho minimo do n6 0 para o n6 j em ., e o predecessor de j neste caminho.

Todos os rotulos de Y sdo inicializados na linha 1: os custos na linha 0 sdo definidos como 0 e
0s outros custos como infinito. Isso pode ser feito em O (nyt). No final, a solucdo é dada pelo
rotulo mais barato na linha n de Y. Se todos os rétulos da linha n ainda tiverem um custo
infinito, o problema é infactivel (vide Figura 11).

O algoritmo original de Prins (2009), permite que apenas solugdes factiveis sejam aceitas. No
entanto, estudos realizados desde o trabalho de Glover (1986) afirmam que uma exploragédo
controlada de solugdes infactiveis pode melhorar a busca. O que permite transitar mais
facilmente entre solugbes viaveis estruturalmente diferentes. Além disso, 0 uso de solucdes
infactiveis pode contribuir para melhorar a robustez do método, que € menos dependente da
disponibilidade de uma solucéo inicial viavel (encontrar uma solugéo vidvel é muitas vezes um
problema NP-hard). Para a avaliagdo de uma solugéo o custo penalizado para cada rota Z;; esta

definido em (6).
V(l,j) € AZU = fk + vy, * LU + maX(O, Qk - W”) * Wo + max(O,L - L”) * Wp (6)

Este custo consiste na soma da distancia e duracdo total de todas as rotas considerando suas
penalizacGes de excessos relacionados ao carregamento, onde w, € wp representam os
coeficientes de penalizacdo associados. No artigo de Vidal (2014), as penalizagdes sdo ajustadas
dinamicamente durante a execugdo do algoritmo, o que favorece a geragdo de individuos
factiveis.
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01. Inicializar matriz Y
02. for i:=1 to n do
03. Wiji= 0; Lijj:= 0; j:i=1
04. while (j <= n && Wj; < Q;*8y) do
05. Wiji = Wy; +ch //calculo da carga da rota
06. if Wi<Q. =8y then
7. if i=j then L;; = do,c,- +ic; + dc,-,o //cédlculo da duragdo da rota
08. else LU = LU - de—LO + dcj—l‘cj + th + dC]',O
09. if Ljj <L=*6p then //C; ...C; correspondem ao arco (i—1,j) em
10. for p:=0 to Y —1 with Y;,.Z = do
11. k=t //a avaliacdo dos veiculos comeg¢a pelo tipo
de veiculo de maior carga
12. capacity excessed:=false
13. while k > 0 && capacity_excessed==false do
14. if fpp+l<= a; && (W;; < Qi) then //verificacdo da disponibilidade
de veiculos do tipo k e carga
15. Zij = fk + vy * Lij + max(O, Qk - WU) * Wo + max(O,L - L”) * Wp
//cdlculo do custo rota considerando penaliza¢des
16. h=0,withi=1
h=p
17. Rpew = h + 1y //calculo da nova chave para o consumo X
18. ifZjj+Y 1p.Z <Y, Z then
19. YinpewZ =2 +Yi1p.Z
20. Yinpew P =D
21. Yoo L =1—1
22. Yinow Kk =k
23. endif
24. else capacity_excessed=true;
25. k=k-1
26. endwhile
27. endfor
28. endif
29. j=j+1;
30. endwhile
31. endfor

Figura 8 — Algoritmo para o problema do caminho minimo com restri¢do de recursos para HVRP

Na linha 3, inicializa-se valores de carga e distancias. A partir de j = i, todos os clientes C; sdo
avaliados para compor a rota desde que a carga total da rota ndo tenha ultrapassado a carga do
maior veiculo (Q.), conforme linha 4. Em seguida calcula-se a nova carga da rota considerando-
se 0 novo cliente j a ser adicionado, e avalia-se se a permissibilidade de carga (linhas 5 e 6). Se
essa carga for menor que a permitida (Q = &), calcula-se a duragdo da rota L;; (linhas 7 e 8). Se
a duracdo dessa rota estiver dentro do limite permitido (L = §,), tem-se umarco (i — 1, j) em H,,
sendo que este arco possui os clientes C; ... C;. Assim, para cada arco, sdo inspecionados cada
rotulo ¥ — 1 (linha 10). Também se verifica para cada tipo de veiculo a ser utilizado a sua
disponibilidade (ay), e se excede ou ndo a carga do veiculo k. Para isso, inicia-se a avaliagcdo
por k = t, ou seja, pelo veiculo de maior carga. Assim, a partir do primeiro veiculo com carga
superior a carga necessaria para a rota, os veiculos com cargas ainda menores nem chegam a
ser testados.

Na linha 15, o custo da rota é calculado considerando-se as penalizacGes, conforme
mencionado. Em seguida, realiza-se o calculo da nova chave para o consumo x. De fato, a linha
17 pode ser computada em O(1), se apenas adicionarmos a contribuicdo m; em cada chave
associada ao acréscimo do veiculo k adicionado a x;. Essa contribui¢cdo pode ser calculada
como em (7).
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T[k=t = 1

t
my, = (a; +1), k+t
Para exemplificar, apresenta-se a Figura 9, na qual supde-se que 4 tipos de veiculos (t=4) estéo
disponiveis. Partindo da chave inicial h = 0, com x = (0,0,0,0), e supondo 0s seguintes
acréscimos de um veiculo de cada tipo k, com a;, = (4,2,3,1).

(")

k=1:x=(1,0,0,0) k= 3:x=(0,0,1,0)

m =123+ 1) = (a, + 1) * (az + 1) * my =12 (a; + 1) = 2; k| mg
(as+1)=3%4%2=24; hi=0x%(4+1) +0 =0; 124
hi=0%(4+1) +1 =1; h:=0%(2+1) +0=0; 218
hi=1x2+1) +0=3; h=0+xGB+1D+1=1; 312
h:=3+@B+1)+0=12; hi=1%(1+1) +0=2; 411
hi=12+(1+1) +0 =24, hi=0+2=2;

h:=0+ 24 = 24;

k =2:x=(0,1,0,0) k=t=4:x=(00,01: As,sim, ao adicionarmos um
my =154 a; + 1) = 8; h:= h(ay + 1) + x5 ve!cylodo\tlpokzl,preplsamos
hi=0%(4+1) +0 =0; hi=0x(4+1) +0 =0; adicionar a chave 24 unidades.
h=0+xR2+1) +1=1; hi=0x(2+1) +0=0;

h:=1x(B3+1)+0=4; h:=0x(3+1)+0=0;

hi=4x(1+1) +0=8; hi=0x(1+1) +1=1;

h:=0+8=8; h:=0+1=1,

Figura 9 — Exemplo numérico do célculo da contribuicdo 7, para a chave associada ao acréscimo do veiculo k

Na linha 18, avalia-se o custo calculado Z;; somado aos custos dos arcos anteriores a i em
relagdo a Y, _ .Z. Os rotulos em Y sdo alterados em caso de melhoria no custo (linhas 19 a

22). A Figura 10 apresenta um algoritmo para extrair rotas de Y. O procedimento enqueue
adiciona cada cliente no final da viagem.

01l. j=n

02. for p:=0 to P —1 with Y,,,.Z # @ do Yy, == min(¥y,.Z) //Busca do rétulo mais barato na linha
n de Y

3. t:=0

04. repeat

05. i =Y i

06. P = Yaux-P

7. for c:=1i to j-1 do enqueue(trip(t),C.) endfor

08. Youx = Yip

9. ji=1i

10. ti=t+l

11. until i=0

Figura 10 — Algoritmo para extrair as rotas

A Figura 11 apresenta um exemplo de um roteiro gigante e a extracdo de suas rotas usando o
procedimento apresentado na Figura 10.

Roteiro gigante: Iniciando j= 50 (linha 1)
Sejan = 50: . . 3
i G, Supondo que o menor custo na linha n de Y, seja referente ao rétulo Ysq ,3:
(1’ 5231 Yo [0 1 [ ] 23 [.[ ¢-1
0 0 0 0 0
2 |8 1 | o | 20 30 | . ©
: : 2 © | o0 | .. 40 ®
47 | 4 : Sl : :
48 | 10 | Trip(0) 50 | o | o | .| 1500 | .. 1555
49 | 2
Supondo que o rétulo Ys, ,5 traga as seguintes informacées:
Ys5023.Z = 1500; — custo acumulado de todas as rotas até o cliente i = 50
Ys023-1 =47; » i =47 (linha?)
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Ys0,23-P = 21; » p =21 (linha8)
Yso23.k = 1;

A rota serd percorrida pelo veiculo k=1, formada pelos clientes i = 47 aj — 1 = 49, ou seja, pelos clientes C,; a Cyq.

~ Trip(0) = {4,10,2}
0 novo rétulo sera avaliado considerando-se Y,g 5. O valor de j passa a ser 48 (linha 12) e i o valor do novo rétulo Y,g5;. 1. E o custo
da viagem Trip(0) sera o custo acumulado de todas as rotas até i (Y54 ,3.Z = 1500) menos o custo acumulado das rotas anteriores
(Y,g21-Z = 1400), logo, o custo da rota formada pelos clientes 4,10 e 2 seria de 100. O procedimento é repetido até que i seja 0.

Figura 11 — Exemplo numérico referente ao procedimento de extracdo de rotas a partir de Y

A Figura 12(a) ilustra uma sequéncia S = (1,2,3,4,5) com as respectivas demandas em
parénteses. Com L = oo, e quatro veiculos disponiveis, sendo que um possui carga de Q; = 10
e trés possuem carga de Q, = 5. A solucdo do problema é apresentada em Figura 12(b) com
trés viagens e utilizacdo de dois dos veiculos menores, e um veiculo maior.

GRAFO H E SOLUGAO DO CAMINHO MAIS CURTO:
N DIVISAO OTIMA DAS ROTAS!
16520415 (8) C3(4)
=lo T }-5 AR //""f__ 7-_1'““"*\-.‘_\ o
110440, (m) S B . o a- (13) o g C4(2)
LT Y - Q=003 C2(1) \
90 LJ) 12”1@ mu : - Fr = (20, 10) \ — //
= = \\ /'/
a0 (8) L | -
S 130 (5 e @ _'TE\./ —
™ 130 (5) C'1(5) Ca(7)
150440 (10)
=lle
(a) (b)

Figura 12 — Algoritmo para o procedimento Split com carga heterogénea

5. Conclusotes

O presente artigo aborda uma possivel implementacdo de um algoritmo para o problema do
caminho minimo com restricbes de recursos. Esse método de particionamento do roteiro
gigante garante que, para a sequéncia de clientes de determinada solu¢éo, seja obtida uma rota
6tima. O método foi apresentado para o PRV com frota heterogénea.

Algumas adaptacGes foram realizadas em relacéo aos artigos originais de Prins (2004) e Prins
(2009). Vale mencionar que uma caracteristica relevante do espaco de busca vem do uso
potencial de solugdes infactiveis. Por conseguinte, foram permitidas solucdes infactiveis
incluindo-se penalizagdes para as mesmas.

A apresentacdo do método buscou ser didatica, através de exemplos numéricos, para facilitar a
compreensdo. Essa técnica é utilizada em algoritmos de alta performance que buscam produzir
métodos competitivos e escalonaveis. Seu estudo é, portanto, imprescindivel para que sejam
utilizadas e/ou compreendidas por aqueles interessados no tema. Afinal, mesmo uma pequena
melhoria nas solucgdes pode ter enormes consequéncias econdmicas e ambientais na prética.
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