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Resumo:

A modelagem e simulagéo de processos de secagem tem o intuito de melhoria e concepgéo de novos
sistemas, tendo importancia para seu projeto e otimizacdo. As derivadas de ordem fracionaria tratam
da generalizacdo de derivadas de primeira ordem, tendo emprego em diversas areas, este trabalho
objetiva em escrever um modelo tedrico classico de secagem em ordem fracionaria e ajusta-lo a dados
cinéticos de secagem de soja. Os dados foram colhidos para a variedade Monsoy 6410 por meio de um
secador de bancada a temperatura de 50 °C. Os modelos foram ajustados aos dados experimentais por
meio do Software R, foram empregados os modelos de Page e Lewis no ajuste, 0 modelo de Lewis foi
escrito em ordem fracionaria e teve seu ajuste comparado aos modelos anteriores. Por meio da
realizacéo deste trabalho constatou-se que o processo de secagem para a variedade de soja estudada é
descrito pela ordem fracionaria do modelo uma vez que o modelo de Lewis de primeira ordem nao
conseguiu compreender os dados cinéticos de secagem.
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Fractional order generalization of a classical model of drying and
adjustment to kinetic data of soybean drying

Abstract

The modeling and simulation of drying processes is aimed at improving and designing new systems,
having importance for their design and optimization. The fractional order derivatives deal with the
generalization of first-order derivatives, having employment in several areas, this work aims to write a
classical theoretical model of drying in fractional order and adjust it to kinetic data of soybean drying.
Data were collected for the Monsoy 6410 variety by means of a bench drier at a temperature of 50 ° C.
The models were fitted to the experimental data using Software R, the Page and Lewis models were
adjusted, the Lewis model was written in fractional order and had its adjustment compared to previous
models. It was found that the drying process for the studied soybean variety is described in the
fractional order of the model since the first-order Lewis model failed to understand the kinetic drying
data.

Key-words: Modeling, Fractional Derivative, Kinetics of Drying.

1. Introducgéo

A secagem de gréos consiste na reducdo de sua umidade, tendo grande importancia na
indUstria devido a permitir e facilitar a armazenagem, conservacao, estabilizacdo fisico-
quimica dos gréos (BABILIS e BELESSIOTIS, 2004).
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O excesso de umidade pode contribuir para o desenvolvimento de fungos e infestacdo de
insetos, prejudicando a colheita e 0 armazenamento. A necessidade de alto rendimento e
armazenagem por longos periodos de tempo exige elevado controle do processo de secagem
de gréos, o que reforca a importancia do estudo desses processos (PARRY, 1985).

A modelagem e a simulagdo do processo de secagem de gréos sdo empregadas com o intuito
de melhoria e concepcdo de novos sistemas de secagem. Na modelagem e simulacdo do
processo de secagem € indispensavel o uso de dados relacionados com as condi¢es de
secagem como a temperatura e a velocidade media de secagem do secador mecanico, esses
dados sdo empregados nos modelos na forma de parametros como coeficientes de
transferéncia e constantes de secagem (BABILIS E BELESSIOTIS, 2004).

2. Cinética de secagem

A cinética de secagem tem por objetivo conhecer o comportamento do material solido durante
0 processo de secagem que consiste na transferéncia de dgua presente no material sélido,
sendo representada pelas taxas de secagem e curvas de secagem (LUZ, 2006).

Nas curvas de secagem tem-se a varia¢do do teor de umidade ou da razdo de umidade através
do tempo. Com o objetivo de descrever o comportamento das cinéticas de secagem nos graos
geralmente é empregado o ajuste de modelos cinéticos.

Para a determinacédo do teor de umidade (X) pode-se empregar o conhecido método da estufa
a 105 °C £ 2°C durante 48 horas, assim determina-se a Massa seca da soja (M,). A massa
umida (M,,) nesse caso é determinada por balan¢o de massa conforme a Equacéo 1:

M, = M, — M, )
Onde:

M,— Massa Umida kg;
M,— Massa total kg;
M,— Massa seca kg.

Conhecendo-se M,, e M € possivel determinar o teor de umidade (X) da soja em kg de dgua
por kg de solido seco (b.s), como é demonstrado pela Equacgéo 2:
M, )

X=_"
M;

Uma forma muito comum na literatura de apresentar os dados cinéticos de secagem € através
da razdo de umidade de X (normalizada). A Razdo de Umidade (RU) pode ser determinada
experimentalmente por meio da Equagéo 3:

_ X=Xe) ©)

RU =
Xi — X,

Sendo:

X — teor de umidade do produto em decimal (b.s);

Xe — teor de umidade de equilibrio do produto em decimal (b.s);
Xi — teor de umidade inicial do produto em decimal (b.s).
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2.2 Modelos cléssicos de secagem

Assumindo que a resisténcia ao fluxo de umidade é uniformemente distribuida por todo o
interior do material isotropico homogéneo, o coeficiente de difusividade efetiva (D) é
independente do teor de umidade local e a variacdo de volume é insignificante, a segunda lei
de Fick pode ser derivada como apresentado a seguir (CRANK, 1975). Conforme a Equagéo
4:

2% _ pyx )
ot

Modelos semi-tedricos e empiricos sdo em geral generalizagdes ou simplificaces da segunda
lei de Fick e valem para os intervalos de temperatura, umidade relativa do ar, fluxo de ar e
teor de umidade para as faixas em que esses modelos foram desenvolvidos (FORTES E
OKOS, 1981).

O modelos semi-tedricos e empiricos sao de mais simples implementacdo de ndo necessitam
da determinacdo da geometria do sélido, dentre esses modelos destaca-se 0 modelo de Lewis
por fazer analogia ao processo de transferéncia de calor (PANCHARIYA, POPOVIC e
SHARMA, 2001).

Lewis (1921) descobriu que o processo de secagem em produtos agroindustriais € um
processo de transferéncia de umidade analogo a transferéncia de calor em um corpo quente
imerso em fluido frio. Lewis entdo comparou o fendmeno com a lei do resfriamento de
Newton, sobre essa comparacdo, sabe-se que a taxa de secagem é proporcional a diferenca de
umidade do material que esta sendo seco e o teor de umidade de equilibrio para as respectivas
condicdes de secagem. Conforme a Equacéo 5:

0X ®)
E = k(X Xe)
Sendo:

k — constante cinética de secagem em min™.

Ao se integrar a Equacdo 5 obtém-se a seguinte relacdo: X = c.exp(—k.t) + X,,onde c é a
constante de integracdo. Aplicando a condicdo inicial (t = 0) obtém-se a relagdo da Equacao 6
para a razéo de umidade pois ¢ assume o valor X, — Xe conforme observa-se:

X—-X. (6)
m = exp( k. t)

O modelo de Page é uma modificagdo do modelo de Lewis na qual foi incorporado um
parametro a mais na tentativa de obter-se melhores ajustes, esse modelo j& foi emprega com

sucesso no ajuste da cinética de secagem de produtos agroindustriais por diversos autores
(PANCHARIYA, POPOVIC e SHARMA, 2001).

X—-X, n @)
XO_Xe—exp( k.t™)

Sendo:
n — parametro de ajuste.
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2.3 Derivadas fracionarias

O célculo de ordem fracionaria, usualmente denominado Calculo Fracionario (CF), tem
funcdo de generalizar o célculo integral e diferencial de ordem inteira proposto por Leibnz e
Newton. Na lingua portuguesa € comum utilizar a nomenclatura CF devido ao fato de estar
devidamente consolidada, sendo uma traducdo de Fractional Calculus (TENREIRO
MACHADO et al., 2010 apud RODRIGUES e OLIVEIRA, 2015).

Em termos matemaéticos o calculo fracionério desperta muito interesse, pois 0 mesmo se vale
de diversas funcdes espaciais na resolucdo de problemas, tais como a funcdo Gama, como
uma generalizagdo da fungao fatorial e a funcdo de Mittag-Leffler de um pardmetro como
uma generalizacdo da funcdo exponencial, além de diversas outras com finalidades
académicas ou préaticas (MAINARD, 2010 apud RODRIGUES e OLIVEIRA, 2015).

Sendo uma criacdo de Magnus Gosta Mittag-Leffler a funcdo Mittag-Leffler desempenha o
mesmo papel da funcdo exponencial de base e no calculo convencional. Dessa forma a funcéo
Mittag-Leffler é a solucdo de equacGes lineares diferenciais por isso é conhecida como a
generalizacdo fracionéria da fungdo exponencial (CAMARGO e OLIVEIRA, 2015).

A funcdo proposta por Mittag-Leffler (1903), E, trata-se de uma funcdo complexa de um
parametro, sejam x € a complexos para Req) > 0:

® (x)"! (8)
Ea(x) = Zi=01“(ai 1)

Como essa funcdo é uma generalizacdo da funcdo exponencial para @ = 1 € possivel verificar
essa relacdo por série de Taylor, conforme a Equacao 9:

© (%) 9)
Ei() = Zi=01"(i 1)

A funcdo de Mittag-Leffler pode ser emprega na obtencdo da derivada fracionaria de modelo
Lewis, pois como Z—f = —k(X — Xe), logo ZTZ( = —k(X — Xe), de modo que « representa a

ordem fracionaria da derivada, assim obtém-se a seguinte relagdo (LEWIS, 1921; MITTAG-
LEFFLER, 1903). E descrito pela Equacéo 10:

X—-X, « (10)
Xo—Xe E,(k.t%)
Na forma de serie, conforme a Equagdo 11:
X—-X, Zw (—kt®)? (11)
Xo—Xe Luji—oT'(a;+1)

O modelo também pode ser escrito diretamente em termos de X de modo que se obtém a
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Equacéo 12:

(—kt®)! (12)
X=X —Xe )Zl ol (a; +1) T +1) T

Com o modelo de Lewis escrito em ordem fracionaria, obtém-se uma generaliza¢do para o
modelo de modo que sua ordem ndo precisa ser necessariamente inteira, inclusive pode-se
procurar uma fracao de ordem que melhor descreva o processo.

2.4. Métodos para a selecdo de modelos

A selecdo de um modelo deve ser baseada em um critério muito bem justificado de qual o
“melhor” modelo, esse “Critério de sele¢do” deve ser baseado em uma filosofia que trate de
modelos e inferéncia estatistica, essa filosofia deve levar em consideracdo que os dados séo
limitados sendo finitos e contendo erros experimentais (BURNHAM e ANDERSON, 2004).

A seqguir sdo apresentados alguns dos critérios mais utilizados na literatura para a selecdo de
modelos ndo lineares.

2.4.1 EQM — Erro Quadratico Médio

O Erro Quadratico Médio (EQM) de um modelo é dado pelos desvios do modelo,
considerando a diferenca entre os valores preditos e 0s valores experimentais ou reais
(VIEIRA, et al., 2008). O EQM é apresentado na Equacéo (13):

i=1(yi — W)° (13)
J

EQM =

Sendo:
y;— i-ésimo valor da resposta;

y, — Estimativa de y;;

j — NUmero de observagdes da amostra.

Quanto menor o0 EQM melhor um modelo representa o processo, pois, os dados simulados sao
mais proximos dos reais.

2.4.2 Raiz de EQM

Hallak e Pereira Filho (2011) empregam a Raiz de EQM como Critério de Informacéo, a
Equacdo (14) apresenta a relacdo utilizada pelos autores para calcular o critério:

S5 — 72 (14)

j

Raiz de EQM = \/

A Raiz de EQM proporciona a vantagem de estimar o modulo do erro em suas proporcoes
reais (HALLAK e PEREIRA FILHO, 2011).

2.4.3 AIC — Critério de Informacéo de Akaike
Conforme Akaike (1974), o viés dos dados é fornecido de forma assintética pelo numero de
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pardmetros a serem estimados no modelo, dessa forma o autor definiu um critério de
informacao pela relacdo da Equacéo (15):

AIC = 2k - 2In(L) (15)
L — Valor da funcdo maxima verossimilhanca do modelo;

k — O nimero de parametros estimados pelo modelo

O modelo Akaike baseia-se na existéncia de um modelo real que é desconhecido, dessa forma
baseia-se em quantificar a diferenca entre 0 modelo avaliado e esse modelo real
desconhecido. Portanto, quanto menor o valor de Akaike para o modelo, melhor o modelo se
ajusta aos dados experimentais. O Critério de Informacdo Akaike pode ser empregado para
comparar diversos modelos (AKAIKE, 1974).

2.4.4 BIC- Critério de Informacédo Bayesiano

O Critério de Informacdo Bayesiano é um modelo proposto por Schwarz (1978), sendo
representado pela Equacéo (16):

BIC = In(jk- 2In(L) (16)

O critério da Informacdo BIC de Schawarz (1978) é semelhante ao modelo proposto por
Akaike (1974), porém em estrutura Bayesiana.

3. Materiais e métodos

Para a realizagdo do experimento foram empregados 0s seguintes materiais e equipamentos:
sementes da variedade Monsoy 6410, um secador de leito fixo de 6 cm de diametro interno
com 30 cm de comprimento isolado com papeldo, um anemometro para controlar a vazéo do
secador, uma balanca semi-analitica para a realizacdo das pesagens periddicas com o objetivo
de determinar a variacdo do teor de umidade (X) das amostras, um crondmetro para controlar
os intervalos de tempo entre as pesagens, um banho termostatico para hidratar as sementes
por cerca de um minuto de modo a proporcionar um teor de umidade préximo a 19%, uma
peneira Tyler/Mesh 12 para levar as sementes ao banho e ao secador, um papeldo com
mesma dimensdo que a bandeja do secador e com um furo circular no meio de mesmo raio da
peneira, uma estufa empregada na determinacdo do peso seco da soja e o dessecador para
acondicionar as amostras que saiam da estufa até que estas resfriassem.

O experimento foi realizado em duplicatas, para a determinacdo do teor de umidade inicial
das amostras primeiramente foi determinado o peso seco pelo método da estufa a 105 °C por
48 horas. Apos determinado o peso seco foi determinado o teor de umidade X da amostra
pelas Equacdes 1 e 2, respectivamente. Assim foram obtidos os dados cinéticos de secagem.

Durante o processo de secagem o ar presente no ambiente segue até a peneira através de um
tubo que conecta o ventilador e a mesa que da suporte a bandeja do secador. Dentro do tubo
héa resisténcias, estas sdo empregadas no aquecimento do ar durante o processo de secagem,
conforme a Figura 1. Neste estudo, operou-se com temperatura de ar de secagem de 50°C.
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Fluxo do Ar

W

Termopar

Figura 1 — Esquema ilustrativo do secador de bandeja de leito fixo
Fonte: DEFENDI et al., (2015)

A soja € colocada dentro da peneira, a qual é alocada no centro do papeldo sobre a bandeja do
secador, com o objetivo do fluxo de ar passar apenas dentro da peneira. A soja que foi
hidratada a uma umidade inicial de 19 % (b.s) é pesada em uma balanca analitica em
intervalos pré-determinados de tempo até peso constante. Dessa forma, obteve-se a cinética de
secagem. A Figura 1 ilustra o sistema de funcionamento do secador.

3.1 Ajuste e modelagem dos dados experimentais

Para o tratamento de dados e ajuste de modelos ndo lineares foi empregado o Software R
desenvolvido por R Core Team (2016). Para o ajuste dos dados experimentais da cinética de
secagem da soja foram empregados os modelos de Lewis e Page. Esses modelos foram
rearranjados em Termos de X e comparados com o modelo de Lewis escrito em ordem
fracionaria.

O termo Xe foi tratado como parametro de ajuste, pois 0 experimento de secagem durou uma
hora apenas, ndo havia certeza de que foi possivel determinar Xe.

O ajuste foi feito pelo método Gauss-Newton, com a finalidade de determinar-se o melhor
ajuste. Foram utilizados os critérios de selecdo de modelos Akaike (AIC), Critério de
informacdo Bayesiano (BIC), Erro Quadratico Médio (EQM) e Raiz do Erro Quadréatico
Médio (VEQM).

4. Resultados e discussao

Os modelos de Page, Lewis e Lewis de ordem fracionaria foram ajustados pelo Software R.
Os valores dos parametros ajustados dos modelos sdo apresentados na Tabela 1.

Parametros Page Lewis Lewis
Primeira ordem fracionario
k 0.3070 0.1753 0.24245
Xe 0.1005 0.1166 0.08773
n 0.5158 -- --
a -- -- 0.57478

Fonte: Autores (2017).

Tabela 1 — Ajuste de parametros dos modelos

Constata-se que os valores do Xe sdo muito proximos como esperado, uma vez que esse
parametro tem significado fisico, os valores de Xe obtido possuem uma média de 0.10161, o
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Com a finalidade comparacédo dos ajustes dos modelos foram construidas as Figuras 2 e 3 que
demonstram respectivamente a comparacdo dos ajustes do modelo de Lewis ordem
fracionaria com o modelo de Page e com o modelo de Lewis de primeira ordem. Observou-se
que os ajustes do modelo de Page e o modelo de Lewis de ordem fracionaria ficaram muito
préximos e descreveram bem os dados, enquanto o modelo de Lewis de primeira ordem
falhou ao descrever o processo apresentando um ajuste grosseiro, isso indica que 0 processo

se da na ordem fracionaria.

X(kg de H20/Kg sélido seco)

X(kg de H20/Kg sélido seco)

Para realizar comparacdo entre 0s ajustes dos modelos também foi construida a Tabela 2 que
apresenta os critérios de selegcdo de modelos AIC, BIC, EQM e \/EQM, nela sdo apresentados

0.16

0.12

0.16

0.12
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que indica que se chegou ao equilibrio ou muito préximo desse estado durante a realizagdo do

experimento, j& que foi obtido um valor de Xe de 0.1077067, portanto, muito proximo do
estimado.

- —— Modelo de Page
— Modelo de Lewis ordem fracionaria

T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Tempo(min)

Figura 2 — Comparacéo modelo de Lewis ordem fracionaria e modelo de Page.

— Modelo de Lewis ordem fracionaria
— Modelo de Lewis primeira ordem

- \ﬂk—_‘__———_
T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
Tempo(min)

Figura 3 — Comparagdo modelo de Lewis ordem fracionaria e modelo de Lewis primeira ordem.

os valores desses critérios para cada modelo.

Critério de selecéo Page Lewis primeira ordem Lewis fracionario
AlIC -287.3028 -208.6905 -292.5512
BIC -281.9739 -204.6939 -287.2224
EQM 1.538959e-06 2.73883e-05 1.275913e-06
EQM 0.001240548 0.005233383 0.001129563

Fonte: Autores (2017).

Tabela 2 — Comparacéo de modelos.
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Conforme se observa pela Tabela 2 0 modelo de Lewis em ordem fracionaria apresentou o
melhor ajuste, apresentando melhores resultados tanto para AIC e BIC, quanto para EQM e

JEQM, ja modelo de Lewis de primeira ordem apresentou os piores resultados apresentou 0s
maiores valores nos critérios empregados ha comparagao.

Os resultados obtidos pelo modelo de Page foram muito proximos ao modelo de Lewis de
ordem fracionaria, isso provavelmente se deve ao fato de ambos os modelos possuirem trés
parametros, pois a ordem da derivada « foi tratada como um pardmetro de ajuste, enquanto o
modelo de primeira ordem possui apenas 2 parametros.

Vale ressaltar que o modelo de Lewis em ordem fracionaria possui significado fisico uma vez
que € uma generalizacdo do modelo de primeira ordem em que se procurou determinar a
ordem em que a taxa de variacdo da umidade ocorre. Enquanto o modelo de Page cujo
pardmetro n é tratado como um parametro de ajuste empirico ndo possuindo um significado
fisico.

4. Considerac0es finais

O modelo de Lewis de primeira ordem ndo apresenta um ajuste satisfatorio aos dados
cinéticos de secagem soja.

O modelo de Lewis de ordem fracionaria pode ser empregado com sucesso na descri¢do de
dados cinéticos de soja, o que é reforcado pelo fato da ordem fracionaria ter apresentado um
ajuste de 0.57, portanto, bem diferente de 1.

O modelo de Page descreve bem os dados cinéticos de secagem, tendo ajuste muito proximo
ao modelo de Lewis de ordem fracionaria. Porém, os parametros do modelo ndo tem
interpretacdo fisica uma vez que, é uma variacdo do modelo de Lewis de primeira ordem com
um pardmetro a mais, mas esse parametro € apenas um parametro de ajuste empirico colocado
no modelo para melhorar o ajuste.

Por fim, verificou-se que a derivadas fracionarias podem ser empregadas com sucesso na
descricdo de processos de secagem de produtos agroindustriais, uma vez que 0s modelos que
descrevem esses processos ndo precisam ser necessariamente de ordem inteira.
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